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(Segunda clase de Ecuaciones No Lineales)

SISTEMAS DE ECUACIONES NO
LINEALES

Se llama Sistema de Ecuaciones No lineales cuando tenemos mas de una ecuacion no
lineal, 0 sea n-ecuaciones no lineales con n- incognitas. La solucion sera la n-upla
(x4, X4, ..., X5) que Vverifica todas y cada una de las ecuaciones del sistema

fl(xll-XZJ "-;xn) - O
fZ(xll x2l ---;xn) = O

frn(x1, %5, e, %) =0

Expresado en forma compacta (vectorial) sera

F@® =0
Donde
f1 X1
B=|l 7=
f Xy

Ejemplol: sea el sistema
{xz +y?—4=0 — filx,y)=0
e*—y=0 —  folx,y) =0
Estudiaremos dos métodos:

e Método Grafico
e Meétodo de Newton Raphson

METODO GRAFICO

Consiste en graficar cada una de las funciones en una misma ventana gréafica, y la solucién
sera los valores del vector ¥ que verifican todas las ecuaciones simultdneamente, que
graficamente significa el punto que es tienen en comun (interseccion) las graficas.

Este método solo podemos aplicarlo para sistemas de dos ecuaciones con dos incdgnitas,
de alli que su uso es muy limitado.

Veamos el Ejemplo 1. Lo hacemos aplicando Matlab u Octave, para ello se debe graficar
cada una de las ecuaciones.

{x2+y2—4=0 — x*+y?=4
e*—y=0 —  y=e*

¢Se puede despejar la variable “y”’de cada una de las ecuaciones y graficarlas-?



En el caso de la circunferencia, al despejar la variable “y” y = +v4 — x2 por el doble
signo de la raiz, no se puede expresar en una sola funcion, entonces conviene trabajarlo
de otra manera.

Por lo general en las ecuaciones no lineales no se puede despejar una variable en funcién
de la otra, entonces la manera de trabajar es graficar las curvas de nivel z=0,
correspondientes a las superficie, z; = f;(x,y)

Para graficar funciones de dos variables (En 3D) es necesario definir una grilla de puntos
del dominio, en una matriz, para luego calcular el valor de la funcion en cada uno de
dichos puntos. Esto se hace con los siguientes comandos:

v" Comando meshgrid
Genera los puntos del dominio donde se evaluara la funcion. Para ello se define
un intervalo en x con su valor inicial de x (vix), el paso de discretizacién del
intervalo x (pasox) , y el valor final de x (vfx). Andlogamente se construye un
intervalo para “y”. EI comando meshgrid genera los pares ordenados posibles
entre los elementos del intervalo x con los elementos del intervalo y.

>>[X Y]=meshgrid (vix:pasox:vfx , viy:pasoy:vfy)

v La funcion se define con el comando @ y se debe declarar como variables tanto a
X comoay.

>> f1=@(X,y) X. 2+y."2-4
>>f2=@(x,y) exp(X)-y
>>71=f1(X,Y);
>>72=f2(X,Y);

v El comando para graficar en tres dimensiones es mesh, dando la superficie
correspondiente a z; = f;(x,y)
Vea el help de meshgrid y otros comandos parecidos
Nosotros necesitamos la curva en el plano de ecuacién f;(x,y) = 0, la cual es la
curva de nivel correspondiente a z; = 0 . para graficar las curvas de nivel
correspondientes a una funcion z; = f;(x, y) se utiliza el comando contour

[X Y]=meshgrid(-2.5:.1:2.5,-2.5:.1:2.5);

>>f=@(x,y) x.*2+y."2-4;

>> z=f(X,Y);

mesh(X,Y,z)

% grafica la superficie en 3D es un paraboloide (Figura 1).

>>figure, contour (X,Y,z,[0 0])



% curva de nivel correspondiente a z=0. Se obtiene una curva plana de ecuacién
x% + y% — 4 = 0 es una circunferencia de radio 2 (Figura 2)

File Edit Tools

= File Edit Tool
9 7+ 7- «p Insertartexto Ejes Mala Autoescalado Ce=

) 7+ 7- ¢b Insertartexto Ejes Mala Autoescalado

(0.29072, 2.9199) 2 1 0 1 2

Figura 1 Figura2

v’ Para agregar en la gréfica otra funcién del sistema se procede en forma analoga, la
figura en 3D no es necesaria, lo damos para informacion de Ustedes. Matlab tiene
herramientas muy potentes para trabajar con graficas

>>g=@(x,y) exp(x)-y
>>72=g(X,Y)
>> hold on

>> contour(X,Y,z2) % se puede observar en la figura 3

e¥—y=0

/

(xl' Y1

3 2 R a

[
w

Figura3

Las raices son 1y 1, , aplicando zoom podemos obtener en forma aproximada los valores de sus
componentes.

Se puede observar que este método es muy limitado, solo se puede aplicar para un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas.

Estudiaremos el método mas completo que se puede aplicar a un sistema de n- ecuaciones con
n- incégnitas



METODO DE NEWTON RAPHSON PARA SISTEMAS DE
ECUACIONES NO LINEALES

Este método se puede aplicar a sistemas de n- ecuaciones con — incognitas. Para explicar
el método trabajaremos con un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas para luego
generalizar

Sea el sistema de 2 ecuaciones no lineales con 2 incégnitas

{f(x,y) =0
glx,y)=0

Sea (x4, y4) un valor inicial para comenzar a aplicar el método, y (x,,y,) una primera
aproximacion al valor de la raiz del sistema, aplicando el desarrollo de Taylor para
funciones de dos variables en un entorno de (x,, y;) se tiene

1 1
f(x2,y2) = flx,y1) +df (xq, 1) + Edzf(xp}ﬁ) + -+ Ednf(xp}ﬁ) + -

Si consideramos una aproximacion Lineal , esto es, realizar el desarrollo de Taylor hasta
el df se tiene:

f(x2,y2) = fx,y0) +df (x,y0) (1)
Donde

0 d
af (x1,y1) = % (x1,¥1) (xz - x1> + % (x1,y1) (3’2 - }’1> 2)
Ay

Ax

Llamando Ax = x, —x; Ay =1y, —y; y reemplazando (2) en (1)
af of
f(x2,y2) = f(x1,y1) + (x1’J’1)Ax + (x1'3’1)A3’
Anélogamente para la funcion g(x, y)

g(xz,yz)ég(xl.ylﬂ (xl,yl)Ax+ (xl,yl)Ay

Si se considera que (x4, y,) es la primera aproximacion a la raiz buscada, se impone que
f(x2,y2) =0 y g(xz,y,) =0 luego

{ 0 af of

4 = f(x1,y1) + (x1;Y1)Ax + (x1,y1)A)’
a a

lO = g(x1,¥1) +o5 (xl.yl)Ax +35 (xl,yl)Ay

En este sistema las incdgnitas son Ax , Ay, que estan elevadas al exponente uno, luego
es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas que sabemos resolver.



I (x1:}’1)Ax + of (x1'}’1)Ay = —f(x1,y1)
{ ®

a
(0 (xl,yl)Ax +30 (xl,yl)Ay = —g(x1,¥1)

Escrito en forma matricial y tomando la notacion de las derivadas parciales

(’)f af
=f 355
Se obtiene
f(xlr Y1)
gx ] [ ] [—g(xl, 1)] ( )
Adelta=Db
Donde

Ax
delta = [Ay]

Siendo A la matriz Jacobiana de f y g respecto de x,y

_ [ fy]
Jac = [gx 9y
cuyo determinante es el Jacobiano
;= 20.9)
a(x,y)

Para que el sistema tenga solucion Unica, la matriz Jacobiana asociada al sistema debe ser
invertible, luego el determinante de la matriz asociada al sistema lineal debe ser distinto
de cero, asi sus filas son linealmente independientes, y el rango de la matrizes 2 .

Luego la condicion necesaria en el Método de Newton Raphson para sistemas de
Ecuaciones No Lineales , es que el Jacobiano de las funciones sea distinto de cero. Si
esto no sucede el sistema no tiene solucion y habra que cambiar otro valor inicial donde
el Jacobiano sea distinto de cero.

o , _9(f,9)
Condiciéon Necesaria es que | = #0
0 a3
Calculando la solucién del sistema lineal (1) se obtiene Ax , Ay,
delta = inv(A).b
Ax] . (fx fy> —f (e, y1)
= nv .
Ay 9x  9y) l=g(x1, 1)
A partir del vector de incrementos w se calcula el valor de (x,, y,) de la siguiente manera
X, = x1 + Ax X X1 [Ax]
= < X, =X, +delta
{3’2 =y + 4y ] [ 20



De esta manera se obtiene la primera aproximacién de la raiz. Se debe analizar si los
valores calculados son la solucion del sistema no lineal, para ello se reemplaza el valor
de (x5, y,) en el sistema , luego

|f(x21y2)| <g
|g(x2:3’2)| <eg

Si esto no se cumple entonces se considera el punto (x,, y,) como un nuevo valor inicial,
o0 sea, (xq,y1) = (x3,¥2) Y se repiten nuevamente los calculos. Asi se realiza un proceso
iterativo hasta que se cumple que la diferencia en valor absoluto entre dos valores
consecutivos es menor que un cierto error, que indicara la precision con que se quiere
trabajar

(x2! yZ) = 77

lx, —x1| <e y |y, —yil <& estoesequivalente a que ||delta|| <e¢

También se puede considerar la condicion de corte en términos de las funciones del
sistema o sea

e = b <
Mientras mas pequefio sea € mejor sera el valor de la aproximacion a la raiz
Resumiendo
ALGORITMO

1. Datos f(x,9),9(x,y) v X; = (x1,v,) como Valor Inicial y ¢
2. Bvaluar f(xy,y1), 900, y1) filen, y1) £ (e, 1), 9 (31, ¥1) L 9y (%1, 1)
3. Calcular

] = (). [y

val = [l + [

4. Analizar si
. xz] =7
S Z1
ld]| < e
Mo ;i] = [;z] se repite desde 2.
Ejemplo 2

Resolver el sistema dado en el Ejemplo 1 aplicando el método de Newton Raphson
x2+y2—4=0 - fx,y)=x*+y*—4
e*—y=0 —  glxy)=e*—y

Consideraremos como valor inicial a X; = (xy,v,) = (1,1)



Calculos de las funciones y las derivadas

f _ -2 fe = 2x
9% 1.7183 g =€e*

Luego el sistema (1) queda:
{ZAx + 20y =2
eAx — Ay = —1.7183

Resolviendo el sistema sera
_ 2 2 Ax| _ 2
Jac.delta = b |e —1||Ay _|—1.7183|
Resuelto en OCTAVE

|§§ = tnv (|2 —21|) ' |—1.§183|

Ax|= —0.19318]
Ay 1.19318
! —0.19318
X2 = [1] + [ 1.19318
. — [0.80682
27 12.19318

Ahora calculamos el valor de la funcién en el nuevo punto X, sera
>>F=@(x,y) [x."2+y."2-4;exp(x)-y]
>> Fx2=F(X,(1), X»(2))
Fx2
1.460997
0.047591

Es evidente que la funcion en el punto X, esta lejos del cero luego se toma a X,
como X, Yy se repiten los célculos

La matriz Jacobiana se construye calculando las derivadas en cada elemento Lo
mejor es calcular las derivadas parciales por definicién del cociente incremental,
asi se puede hacer un programa que sirva para cualquier funcién.



Programa
Para resolver sistemas de ecuaciones no lineales con Matlab u Octave

function [r,N]=NRsistema(F,X1,e)
X2=X1+0.5;
N=0;
while norm(X2-X1)>e
X1=X2;
N=N+1;
b=-F(X1(1),X1(2));
Inc=0.00000001;
Y%parcial respecto a x de ambas funciones
Jacl=(F(X1(1)+Inc,X1(2))-F(X1(1),X1(2)))/Inc;
%parcial respecto ay de ambas funciones
Jac2=(F(X1(1),X1(2)+Inc)-F(X1(1),X1(2)))/Inc;
Jac=[Jacl Jac2];
delta=Jac\b;
X2=X1+delta
end
r=X2;

El programa se ejecuta de la siguiente manera
>>X1=[1,1]
>>F=@(xy) [x."2+y."2-4;exp(X)-Y]
>>e=0.001
[r n]=NRsistema(F,X1,0.0001)
r =
0.63926
1.89508
N=5



